
同标签 Ｖａｇｕｅ命题的 Ｌａｗｒｙ乘加逻辑
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摘 要： 作者在另一文中，基于 Ｌａｗｒｙ的不确定模型，提出了一种新的非经典命题逻辑，称为同主语同标签
Ｖａｇｕｅ命题的Ｌａｗｒｙ逻辑．本文又扩充了它的研究对象，利用乘积和加法算子（下确界和上确界算子）引入了同标签
Ｖａｇｕｅ命题的Ｌａｗｒｙ乘加（Ｌａｗｒｙ下上确界）真度的概念，并给出了它们的逻辑规律．由此，本文又提出了新的非经典命
题逻辑，称为同标签Ｖａｇｕｅ命题的Ｌａｗｒｙ乘加（Ｌａｗｒｙ下上确界）逻辑．这两种非经典逻辑不仅新颖，而且相比 Ｌａｗｒｙ的
不确定模型适应面更广．
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１ 引言

人们为了处理随机命题，提出了概率逻辑［１］；为了

处理模糊命题，提出了模糊逻辑［２～７］．由于模糊逻辑不
满足排中律和矛盾律，它们的科学性受到某些学者的怀

疑［８，９］．本文作者也验证了这个事实［１０］．事实上，模糊逻
辑学者也注意到这个问题．它们在模糊逻辑系统中添加
投射连接词Δ

［１１］来消除这个弊病．众所周知，概率逻辑
满足排中律和矛盾律，所以人们公认它处理随机命题是

科学的．其实，它也能处理模糊命题．２００４年，Ｌａｗｒｙ基
于随机集，概率论和标签语义，提出了一种度量一类

Ｆｕｚｚｙ概念的方法（他称它为不确定模型）［１２，１３］．为了将
这种理论与Ｆｕｚｚｙ集理论区分开来，Ｌａｗｒｙ称 Ｆｕｚｚｙ概念
为Ｖａｇｕｅ概念．按照 Ｌａｗｒｙ的观点，我们可以用概率统计

的方法评判Ｖａｇｕｅ命题真的可能程度［１４］．
针对Ｖａｇｕｅ概念，比较 Ｌａｗｒｙ的不确定模型［１２，１３］与

模糊逻辑的思想方法，它们是两种不同的认知．虽然在
Ｌａｗｒｙ的论文中没有提到命题和逻辑，但究其实质，
Ｌａｗｒｙ的不确定模型的实质是Ｖａｇｕｅ命题的概率逻辑．

注意，Ｌａｗｒｙ的不确定模型的适应范围有限，且这种
描述形式不能扩张其应用范围．因此，作者在文［１４］中
首先通过引入同主语同标签Ｖａｇｕｅ命题及其 Ｌａｗｒｙ真度
的概念，将Ｌａｗｒｙ的思想移植到命题逻辑中．从而建立
了一种新型的非经典命题逻辑，称为同主语同标签

Ｖａｇｕｅ命题的Ｌａｗｒｙ逻辑，简称 Ｌａｗｒｙ逻辑．本文再针对
非同主语同标签的 Ｖａｇｕｅ命题类，通过使用两对算子：
乘积和加法及下确界和上确界，扩张 Ｌａｗｒｙ的思想．从
而，又提出两种新的非经典命题逻辑，分别称它们为同
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标签Ｖａｇｕｅ命题的 Ｌａｗｒｙ乘加逻辑和同标签 Ｖａｇｕｅ命
题的Ｌａｗｒｙ下上确界逻辑．

２ 准备知识

２１ Ｌａｗｒｙ的不确定模型
设 Ｌ１，Ｌ２，…，Ｌｎ是论域Ω上的一类（相关的）Ｖａｇｕｅ

概念，记 ＬＡ＝｛Ｌ１，Ｌ２，…，Ｌｎ｝，称它为一个标签．
文［１２，１３］引入了标签表达式的概念．作者在文

［１４］中给出了它的一个等价定义如下：
定义１（标签表达式） 设 ＬＡ＝｛Ｌ１，Ｌ２，…，Ｌｎ｝是一

个论域Ω上的标签．ＬＥ是一个由ＬＡ产生的型 －（┐，

∧，∨）自由代数，即（１）Ｌ１，Ｌ２，…，Ｌｎ∈ＬＥ；（２）若φ，ψ
∈ＬＥ，则┐φ，φ∧ψ，φ∨ψ∈ＬＥ；（３）ＬＥ中没有其它元
素．称 ＬＥ中的元素为标签表达式．

定义２［１２，１３］（（Ω，ＬＡ）上的群函数） 若对每个 ｘ∈

Ω，存在一个映射 ｍｘ：２ＬＡ→［０，１］使得∑
ＦＬＡ
ｍｘ（Ｆ）＝１，则

称这种映射的全体｛ｍｘ｜ｘ∈Ω｝为（Ω，ＬＡ）的群函数．
注意 ｍｘ可以看作集合２ＬＡ上的概率分布．
定义３［１２，１３］（λ映射） 一个集映射称为λ－映射

λ：ＬＥ→２２
ＬＡ

，如果它满足

（１）Ｌ∈ＬＡ，λ（Ｌ）＝｛Ｆ｜Ｌ∈Ｆ，ＦＬＡ｝．
（２）若φ，ψ∈ＬＥ，λ（┐φ）＝（λ（φ））

ｃ＝２ＬＡ－λ（φ），

λ（φ∧ψ）＝λ（φ）∩λ（ψ），λ（φ∨ψ）＝λ（φ）∪λ（ψ）．
定义４［１２，１３］（适当测度） 设｛ｍｘ｜ｘ∈Ω｝为（Ω，ＬＡ）

的群函数．适当测度μ：ＬＥ×Ω→［０，１］定义如下，ｘ
∈Ω，θ∈ＬＥ，有μθ（ｘ）＝ ∑Ｆ∈λ（θ）ｍｘ

（Ｆ）．

定义５［１２，１３］（赋值） 映射 ｖ：ＬＡ→｛０，１｝称为 ＬＡ上
的一个赋值．它通过 ｖ（┐φ）＝１－ｖ（φ），ｖ（φ∧ψ）＝
ｍｉｎ｛ｖ（φ），ｖ（ψ）｝，ｖ（φ∨ψ）＝ｍａｘ｛ｖ（φ），ｖ（ψ）｝推广到
ＬＥ上每个公式的赋值．记 ＬＡ上所有赋值的全体为
Ｖａｌ．

基于定义５可以分别定义φ推出ψ（记作φ｜＝ψ），

φ逻辑等价ψ（记作φ≡ψ），φ是重言式与φ是矛盾式
的概念［１３，１４］．

定理１［１２，１３］ 对于（Ω，ＬＡ）的任意群函数｛ｍｘ｜ｘ∈
Ω｝，φ，ψ∈ＬＥ，满足：ｘ∈Ω，

（１）若φ｜＝ψ，则 ｕφ（ｘ）ｕψ（ｘ）．
（２）若φ≡ψ，则 ｕφ（ｘ）＝ｕψ（ｘ）．
（３）若φ是重言式，则 ｕφ（ｘ）＝１．
（４）若φ是矛盾式，则 ｕφ（ｘ）＝０．
（５）ｕ┐φ（ｘ）＝１－ｕφ（ｘ）．
（６）若φ∧ψ是矛盾式，则 ｕφ∨ψ（ｘ）＝ｕφ（ｘ）＋ｕψ

（ｘ）．
（７）ＦＬＡ，若φＦ＝（∧Ｌｉ∈Ｆ

Ｌｉ）∧（∧
ＬｉＦ
┐Ｌｉ），则 ｕφＦ

（ｘ）＝ｍｘ（Ｆ）．
（８）μφ（ｘ）∨μψ（ｘ）μφ∨ψ（ｘ）μφ（ｘ）＋μψ（ｘ），

μφ（ｘ）＋μψ（ｘ）－１μφ∧ψ（ｘ）μφ（ｘ）∧μψ（ｘ）．
如果θ∈ＬＥ包含Ｌｉ１，Ｌｉ２，…，Ｌｉｋ∈ＬＡ（ｋ＜ｎ），则我

们可记θ＝θ（Ｌｉ１，Ｌｉ２，…，Ｌｉｋ）．由经典逻辑知
［１５］，若｛Ｌｉ１，

Ｌｉ２，…，Ｌｉｋ｝∪｛Ｌｉｋ＋１，…，Ｌｉｎ｝＝ＬＡ，则

θ＝θ∧（Ｌｉｋ＋１∨┐Ｌｉｋ＋１）∨（Ｌｉｋ＋２∨┐Ｌｉｋ＋２）∨…∨
（Ｌｉｎ∨┐Ｌｉｎ）

与θ＝θ（Ｌｉ１，Ｌｉ２，…，Ｌｉｋ）可证等价，记作θ≈θ
．我

们称θ（Ｌｉ１，Ｌｉ２，…，Ｌｉｋ，Ｌｉｋ＋１，…，Ｌｉｎ）是θ＝θ（Ｌｉ１，Ｌｉ２，
…，Ｌｉｋ）的扩张．

定义６［１４］ 设 ＥＦ（ＬＡ）．称标签表达式 ∨
ｗ∈ＥＦ（ＬＡ）

ｗ
为析取范式．这里，Ｆ（ＬＡ）＝｛ｗｉ＝Ｑｉ１∧…∧Ｑｉｊ∧…∧
Ｑｉｎ｜Ｑｉｊ∈｛Ｌｊ，┐Ｌｊ｝，ｊ＝１，２，…，ｎ，ｉ＝１，２，…，２ｎ｝．
由经典逻辑知［１５］，通过赋值集 Ｖａｌ，任何一个标签

表达式θ（Ｌ１，Ｌ２，…，Ｌｋ）∈ＬＥ对应一个函数ｖ（θ），ｖ∈
Ｖａｌ，记它为 ｆθ：｛０，１｝

ｎ→｛０，１｝，我们称它为标签表达式

θ的真函数，并且任何一个非矛盾式θ（Ｌｉ１，Ｌｉ２，…，Ｌｉｋ）

∈ＬＥ等价于一个析取范式 ∨
ｆ
θ
（ｖ）＝１，ｖ＝（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ）∈｛０，１｝

ｎ
ｗｖ，即

θ≡ ∨
ｆ
θ
（ｖ）＝１，ｖ＝（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ）∈｛０，１｝

ｎ
ｗｖ．我们称它是θ的析取范式，

这里 ｆθ是θ的扩张θ的真函数．
定理２［１４］ 若非矛盾式θ（Ｌ１，Ｌ２，…，Ｌｎ）∈ＬＥ的

析取范式是

∨
ｆ
θ
（ｖ）＝１，ｖ，ｖ＝（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ）∈｛０，１｝

ｎ
（Ｑ１ｖ∧Ｑ２ｖ∧…∧Ｑｎｖ），

则ｘ∈Ω，有

ｕθ（ｘ）＝ ∑
ｆ
θ
（ｖ）＝１，ｖ＝（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ）∈｛０，１｝

ｎ

ｍｘ（｛Ｌｉｊ∈ＬＡ｜ｙｊ＝１｝）．

２２ 同主语同标签Ｖａｇｕｅ命题的Ｌａｗｒｙ逻辑
为了以命题逻辑的形式体现Ｌａｗｒｙ处理Ｖａｇｕｅ概念

的思想，作者在文［１４］中将 Ｌａｗｒｙ的标签表达式的适当
测度抽象为一类非经典命题的逻辑，称为同主语同标

签Ｖａｇｕｅ命题的 Ｌａｗｒｙ逻辑．
在Ｌａｗｒｙ逻辑中，为了区分模糊逻辑连接词“非

┐”，“并且∧”和“或者∨”，使用～，∩，∪表示 Ｌａｗｒｙ逻
辑连接词“非”，“并且”和“或者”．

定义７［１４］ 设 ＬＡ＝｛Ｌ１，Ｌ２，…，Ｌｎ｝是论域Ω上的
标签．任意 ｘ∈Ω，记 ＬＡ（ｘ）＝｛Ｌ（ｘ）｜Ｌ∈ＬＡ｝，称 ＬＡ
（ｘ）中的元素为原子主语 ｘ的 Ｖａｇｕｅ命题．ＬＥ（ｘ）是一
个由 ＬＡ（ｘ）产生的型－（～，∩，∪）自由代数，即

（１）Ｌ∈ＬＡ，Ｌ（ｘ）∈ＬＥ（ｘ）．
（２）若φ（ｘ），ψ（ｘ）∈ＬＥ（ｘ），则 ～φ（ｘ），φ（ｘ）∩

ψ（ｘ），φ（ｘ）∪ψ（ｘ）∈ＬＥ（ｘ）．
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（３）ＬＥ（ｘ）中没有其它元素．
称 ＬＥ（ｘ）中的元素为同主语 ｘ同标签的Ｖａｇｕｅ命题，或
简称同主语同标签的Ｖａｇｕｅ命题．

由定义７，对于给定的 ｘ∈Ω，任给一个同主语 ｘ同
标签的Ｖａｇｕｅ命题θ（ｘ）∈ＬＥ，只要用┐，∧，∨，Ｌ１，Ｌ２，
…，Ｌｎ分别代替θ（ｘ）中的～，∩，∪，Ｌ１（ｘ），Ｌ２（ｘ），…，
Ｌｎ（ｘ）即可得到 ＬＥ中的唯一元素，记为θ，我们称它为

θ（ｘ）的伴随表达式；反之也成立．因此，ＬＥ（ｘ）的元素
和 ＬＥ中的元素是一一对应的．例如 ＬＡ＝｛Ｌ１，Ｌ２，Ｌ３｝，
则（┐Ｌ１∨Ｌ２）∧Ｌ３∈ＬＥ是（～Ｌ１（ｘ）∪Ｌ２（ｘ））∩Ｌ３（ｘ）

∈ＬＥ（ｘ）的伴随表达式．如果 Ｌ１，Ｌ２，Ｌ３分别表示 Ｖａｇｕｅ
概念“低温度”，“中等温度”和“高温度”，则（～Ｌ１（ｘ）∪
Ｌ２（ｘ））∩Ｌ３（ｘ）∈ＬＥ（ｘ）表示命题“ｘ不隶属于低温度
或者隶属于中等温度，且隶属于高温度”．而（┓Ｌ１∨
Ｌ２）∧Ｌ３∈ＬＥ表示词语“非低温度或者中等温度且高温
度”．

定义 ８［１４］ 设｛ｍｘ｜ｘ∈Ω｝是（Ω，ＬＡ）的群函数，

θ（ｘ）∈ＬＥ（ｘ），称 ｔＬａ（θ（ｘ））＝μθ（ｘ）为同主语 ｘ同
标签Ｖａｇｕｅ命题θ（ｘ）的 Ｌａｗｒｙ真度，这里μθ（ｘ）是标签
表达式θ的适当测度．

注意如果 Ｌ１表示中等温度，１０代表１０摄氏度，则

在Ｌａｗｒｙ的不确定模型［１３］中μＬ１（１０）＝
１
３解释为命题

“１０摄氏度属于低温度”的适当测度为 １３”．通过定义８

和９，符号 Ｌ１（１０）表示命题“１０摄氏度属于低温度”，符
号 ｔＬａ（Ｌ１（１０））解释为“１０摄氏度属于低温度”真的可能
程度（简称 Ｌａｗｒｙ真度）”．

显然，标签表达式中赋值，逻辑推出｜＝，等价，重
言式，矛盾式，真函数，析取范式等概念都可以移植到

ＬＥ（ｘ）中来．由此，标签表达式的适当测度的性质也完
全可以移植到同主语同标签Ｖａｇｕｅ命题中．文［１４］提供
了其逻辑规律（略）．我们称这种逻辑为同主语同标签
Ｖａｇｕｅ命题的Ｌａｗｒｙ逻辑，简称Ｌａｗｒｙ逻辑．

３ 同标签 Ｖａｇｕｅ命题的 Ｌａｗｒｙ乘加逻辑和
Ｌａｗｒｙ下上确界逻辑
注意 Ｌａｗｒｙ逻辑的适应对象仅仅是包含同主语同

标签的原子 Ｖａｇｕｅ命题的命题．自然地，我们需要考虑
如何处理包含不同主语的同标签的原子 Ｖａｇｕｅ命题的
命题．比如，如何以 Ｌａｗｒｙ的思想为基础，度量命题“摄
氏１０度是低温度或摄氏１２度是中等温度”真的可能程
度呢？显然，直接以 Ｌａｗｒｙ的标签表达式的适当测度的
表达形式，难以扩张 Ｌａｗｒｙ的思想．然而，以 Ｌａｗｒｙ逻辑
为基础，可以较方便地实现扩张 Ｌａｗｒｙ的思想的目的．
下面我们将基于 Ｌａｗｒｙ逻辑建立两种应用范围更广的

新的非经典命题逻辑．
定义９ 设 ＬＡ是论域Ω上的标签，｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，

…｝Ω，Ｓ＝ＬＡ（ｘ１）∪ＬＡ（ｘ２）∪…∪ＬＡ（ｘｎ）∪…，Ｆ
（Ｓ）是一个由 Ｓ产生的型 －（～，∩，∪）自由代数，即
（１）Ｌ（ｘ）∈Ｓ，Ｌ（ｘ）∈Ｆ（Ｓ）；（２）若φ，ψ∈Ｆ（Ｓ），则
～φ，φ∩ψ，φ∪ψ∈Ｆ（Ｓ）；（３）Ｆ（Ｓ）中没有其它元素．
则称 Ｓ中的元素为原子同标签 Ｖａｇｕｅ命题，Ｆ（Ｓ）中的
元素为同标签Ｖａｇｕｅ命题．

定义新的连接词→如下：φ，ψ∈Ｆ（Ｓ），φ→ψ＝
～φ∪ψ．连接词的运算顺序是先～然后∩，∪再→．
例１ 设 ＬＡ＝｛Ｌ１，Ｌ２，Ｌ３，Ｌ４）是论域Ω＝［１，１００］

上的标签，｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，…｝Ω，
Ｓ＝ＬＡ（ｘ１）∪ＬＡ（ｘ２）∪…∪ＬＡ（ｘｎ）∪…

φ＝φ（Ｌ１（ｘ１），Ｌ２（ｘ１），Ｌ２（ｘ２），Ｌ３（ｘ３））＝（～Ｌ１
（ｘ１）∩Ｌ２（ｘ１））∪Ｌ２（ｘ２）→Ｌ３（ｘ３）∈Ｆ（Ｓ）．

如果记 Ｐｘ１＝｛Ｌ１（ｘ１），Ｌ２（ｘ１）｝ＬＡ（ｘ１），Ｐｘ３＝｛Ｌ３
（ｘ３）｝ＬＡ（ｘ３），Ｐｘ２＝｛Ｌ２（ｘ２）｝ＬＡ（ｘ２），则φ＝φ（Ｌ１
（ｘ１），Ｌ２（ｘ１），Ｌ２（ｘ２），Ｌ３（ｘ３）），可以记作

φ（Ｌ１（ｘ１），Ｌ２（ｘ１），Ｌ２（ｘ２），Ｌ３（ｘ３））＝φ（Ｐｘ１，Ｐｘ２，
Ｐｘ３）．

因为φ＝φ（Ｌ１（ｘ１），Ｌ２（ｘ１），Ｌ２（ｘ２），Ｌ３（ｘ３））＝（～
Ｌ１（ｘ１）∩Ｌ２（ｘ１））∪Ｌ２（ｘ２）→Ｌ３（ｘ３）的真函数是

ｆ
φ
（ｙ１，ｙ２，ｙ３，ｙ４）＝（（１－ｙ１）∧ｙ２）∨ｙ３→ｙ４，ｙ１，

ｙ２，ｙ３，ｙ４∈｛０，１｝，
｛（ｙ１，ｙ２，ｙ３，ｙ４）｜ｆφ（ｙ１，ｙ２，ｙ３，ｙ４）＝１｝
＝｛（０，０，０，０），（１，０，０，０），（１，１，０，０）｝∪｛（ｙ１，ｙ２，

ｙ３，１）｜ｙ１，ｙ２，ｙ３∈｛０，１｝｝，所以φ的析取范式是
（～Ｌ１（ｘ１）∩～Ｌ２（ｘ１）∩～Ｌ２（ｘ２）∩～Ｌ３（ｘ３））

∪（Ｌ１（ｘ１）∩～Ｌ２（ｘ１）∩～Ｌ２（ｘ２）∩～Ｌ３（ｘ３））

∪（Ｌ１（ｘ１）∩Ｌ２（ｘ１）∩～Ｌ２（ｘ２）∩～Ｌ３（ｘ３））

∪（Ｌ１（ｘ１）∩Ｌ２（ｘ１）∩～Ｌ２（ｘ２）∩Ｌ３（ｘ３））

∪（Ｌ１（ｘ１）∩Ｌ２（ｘ１）∩Ｌ２（ｘ２）∩Ｌ３（ｘ３））

∪（Ｌ１（ｘ１）∩～Ｌ２（ｘ１）∩～Ｌ２（ｘ２）∩Ｌ３（ｘ３））

∪（Ｌ１（ｘ１）∩～Ｌ２（ｘ１）∩Ｌ２（ｘ２）∩Ｌ３（ｘ３））

∪（～Ｌ１（ｘ１）∩Ｌ２（ｘ１）∩～Ｌ２（ｘ２）∩Ｌ３（ｘ３））

∪（～Ｌ１（ｘ１）∩Ｌ２（ｘ１）∩Ｌ２（ｘ２）∩Ｌ３（ｘ３））

∪（～Ｌ１（ｘ１）∩～Ｌ２（ｘ１）∩～Ｌ２（ｘ２）∩Ｌ３（ｘ３））

∪（～Ｌ１（ｘ１）∩～Ｌ２（ｘ１）∩Ｌ２（ｘ２）∩Ｌ３（ｘ３））．
这里注意，Ｐｘ１ ＝｛Ｌ１（ｘ１）Ｌ２（ｘ１）｝ ＬＡ（ｘ１），

Ｐｘ２＝｛Ｌ２（ｘ２）｝ＬＡ（ｘ２），Ｐｘ３＝｛Ｌ３（ｘ３）｝ＬＡ（ｘ３）．

为了便于后面的表述，一般地，若 Ｐｘ１ＬＡ（ｘ１），
Ｐｘ２ＬＡ（ｘ２），…，ＰｘｎＬＡ（ｘｎ），则φ（Ｐｘ１，Ｐｘ２，…，Ｐｘｎ）表

示包含 Ｐ＝ｐｘ１∪ｐｘ２∪．．．∪ｐｘｎ中所有元素的同标签
Ｖａｇｕｅ命题．
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定义１０ 设φ＝φ（Ｐｘ１，Ｐｘ２，…，Ｐｘｎ）∈Ｆ（Ｓ），Ｐ＝
Ｐｘ１∪Ｐｘ２∪…∪Ｐｘｎ的基数是ｋ（ｋｎ）．｛ｍｘ｜ｘ∈Ω｝是

（Ω，ＬＡ）的任意群函数．如果φ＝φ（Ｐｘ１，Ｐｘ２，…，Ｐｘｎ）的
析取范式

∪
ｆ
φ
（ｖ）＝１，ｖ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｋ）∈｛０，１｝

ｋ
（Ｑ１ｖ∩ Ｑ２ｖ∩ … ∩ Ｑｋｖ）

＝ ∪
ｆ
φ
（ｖ）＝１，ｖ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｋ）∈｛０，１｝

ｋ
（Ｐｘ１ｖ∩Ｐｘ２ｖ∩…∩Ｐｘｎｖ），

则称

Ｔ∏（φ）＝ ∑
ｆ
φ
（ｖ）＝１，ｖ＝（ｙ１，ｙ２，…，ｙｋ）∈｛０，１｝

ｋ

ｔＬａ（Ｐｘ１ｖ）×ｔＬａ（Ｐｘ２ｖ）×

…×ｔＬａ（Ｐｘｎｖ）
为φ的Ｌａｗｒｙ乘加真度，这里，Ｐｘ１ＬＡ（ｘ１），Ｐｘ２

ＬＡ（ｘ２），…，ＰｘｎＬＡ（ｘｎ），Ｐｘｊｖ，ｊ＝１，２，…，ｎ，按照下列

原则定义：对于每个 ｖ＝（ｙ１，ｙ２，…，ｙｋ）∈｛０，１｝ｋ，若在
Ｑ１ｖ∩Ｑ２ｖ∩…．∩Ｑｋｖ中包含Ｐｘｊ的合取式是Ｑｌｖ∩Ｑ（ｌ＋１）ｖ
∩…∩Ｑ（ｌ＋ｍ）ｖ，则 Ｐｘｊｖ＝Ｑｌｖ∩Ｑ（ｌ＋１）ｖ∩…∩Ｑ（ｌ＋ｍ）ｖ．

例如，例１中φ的析取范式是
（～Ｌ１（ｘ１）∩～Ｌ２（ｘ１）∩～Ｌ２（ｘ２）∩～Ｌ３（ｘ３））

∪（Ｌ１（ｘ１）∩～Ｌ２（ｘ１）∩～Ｌ２（ｘ２）∩～Ｌ３（ｘ３））

∪（Ｌ１（ｘ１）∩Ｌ２（ｘ１）∩～Ｌ２（ｘ２）∩～Ｌ３（ｘ３））
∪（Ｌ１（ｘ１）∩Ｌ２（ｘ１）∩～Ｌ２（ｘ２）∩Ｌ３（ｘ３））

∪（Ｌ１（ｘ１）∩Ｌ２（ｘ１）∩Ｌ２（ｘ２）∩Ｌ３（ｘ３））

∪（Ｌ１（ｘ１）∩～Ｌ２（ｘ１）∩～Ｌ２（ｘ２）∩Ｌ３（ｘ３））

∪（Ｌ１（ｘ１）∩～Ｌ２（ｘ１）∩Ｌ２（ｘ２）∩Ｌ３（ｘ３））

∪（～Ｌ１（ｘ１）∩Ｌ２（ｘ１）∩～Ｌ２（ｘ２）∩Ｌ３（ｘ３））
∪（～Ｌ１（ｘ１）∩Ｌ２（ｘ１）∩Ｌ２（ｘ２）∩Ｌ３（ｘ３））

∪（～Ｌ１（ｘ１）∩～Ｌ２（ｘ１）∩～Ｌ２（ｘ２）∩Ｌ３（ｘ３））

∪（～Ｌ１（ｘ１）∩～Ｌ２（ｘ１）∩Ｌ２（ｘ２）∩Ｌ３（ｘ３））．
它等价于

（（～Ｌ１（ｘ１）∩～Ｌ２（ｘ１））∩～Ｌ２（ｘ２）∩～Ｌ３（ｘ３））
∪（（Ｌ１（ｘ１）∩～Ｌ２（ｘ１））∩～Ｌ２（ｘ２）∩～Ｌ３（ｘ３））

∪（（Ｌ１（ｘ１）∩（Ｌ２（ｘ１））∩～Ｌ２（ｘ２）∩～Ｌ３（ｘ３））

∪（（Ｌ１（ｘ１）∩（Ｌ２（ｘ１））∩～Ｌ２（ｘ２）∩Ｌ３（ｘ３））

∪（（Ｌ１（ｘ１）∩（Ｌ２（ｘ１））∩Ｌ２（ｘ２）∩Ｌ３（ｘ３））

∪（（Ｌ１（ｘ１）∩（～Ｌ２（ｘ１））∩～Ｌ２（ｘ２）∩Ｌ３（ｘ３））
∪（（Ｌ１（ｘ１）∩（～Ｌ２（ｘ１））∩Ｌ２（ｘ２）∩Ｌ３（ｘ３））

∪（（～Ｌ１（ｘ１）∩（Ｌ２（ｘ１））∩～Ｌ２（ｘ２）∩Ｌ３（ｘ３））

∪（（～Ｌ１（ｘ１）∩（Ｌ２（ｘ１））∩Ｌ２（ｘ２）∩Ｌ３（ｘ３））

∪（（～Ｌ１（ｘ１）∩～Ｌ２（ｘ１））∩～Ｌ２（ｘ２）∩Ｌ３（ｘ３））

∪（（～Ｌ１（ｘ１）∩～Ｌ２（ｘ１））∩Ｌ２（ｘ２）∩Ｌ３（ｘ３））．
对于 ｖ＝（０，０，０，０），Ｐｘ１ｖ＝～Ｌ１（ｘ１）∩ ～Ｌ２（ｘ１），

Ｐｘ２ｖ＝～Ｌ２（ｘ２），Ｐｘ３ｖ＝～Ｌ３（ｘ３）．

显然，经典逻辑［１５］或标签表达式中赋值，逻辑推出

＝，等价，重言式，矛盾式，Ｂｏｏｌｅａｎ函数，析取范式等概
念都可以移植到 Ｆ（Ｓ）中来．

定理３ 设φ，ψ∈Ｆ（Ｓ）．
（１）若φ｜＝ψ，则 Ｔ∏（φ）Ｔ∏（ψ）．
（２）若φ是重言式（矛盾式），则 Ｔ∏（φ）＝１（０）．
（３）Ｔ∏（～φ）＝１－Ｔ∏（φ）．
（４）Ｔ∏（φ）∨Ｔ∏（ψ）Ｔ∏（φ∪ψ）Ｔ∏（φ）＋Ｔ∏

（ψ）．
（５）Ｔ∏（φ）＋Ｔ∏（ψ）－１Ｔ∏（φ∩ψ）Ｔ∏（φ）∧

Ｔ∏（ψ）．
证明 （１）～（３）是显然的．（４）设φ与ψ包含的所

有原子Ｖａｇｕｅ命题集为 Ｑ＝Ｐｘ１∪Ｐｘ２∪…∪Ｐｘｎ，且φ＝

φ（Ｐｘ１，Ｐｘ２，…，Ｐｘｎ）≡ ∪
ｆ
φ
（ｖ）＝１
（Ｑ１ｖ∩Ｑ２ｖ∩…∩Ｑｎｖ）＝ ∪

ｆ
φ
（ｖ）＝１

Ｗｖ，

ψ＝ψ（Ｐｘ１，Ｐｘ２，…，Ｐｘｎ）≡ ∪
ｆ
ψ
（ｖ）＝１
（Ｑ１ｖ∩Ｑ２ｖ∩…∩

Ｑｎｖ）＝ ∪
ｆ
ψ
（ｖ）＝１

ｗｖ．显然

｛ｗｖ｜ｆφ（ｖ）＝１，ｖ∈｛０，１｝
ｎ｝｛ｗｖ｜ｆφ∪ψ（ｖ）＝１，ｖ

∈｛０，１｝ｎ｝，
｛ｗｖ｜ｆψ（ｖ）＝１，ｖ∈｛０，１｝

ｎ｝｛ｗｖ｜ｆφ∪ψ（ｖ）＝１，ｖ∈
｛０，１｝ｎ｝，

所以 Ｔ∏（φ）∨Ｔ∏（ψ）Ｔ∏（φ∪ψ）．因为
｛ｗｖ｜ｆφ∪ψ（ｖ）＝１，ｖ∈｛０，１｝

ｎ｝

＝｛ｗｖ｜ｆφ（ｖ）＝１，ｖ∈｛０，１｝
ｎ｝∪｛ｗｖ｜ｆψ（ｖ）＝１，ｖ∈

｛０，１｝ｎ｝－｛ｗｖ｜ｆφ∩ψ（ｖ）＝１，ｖ∈｛０，１｝
ｎ｝．

所以 Ｔ∏（φ∪ψ）Ｔ∏（φ）＋Ｔ∏（ψ）．
因此 Ｔ∏（φ）∨Ｔ∏（ψ）Ｔ∏（φ∪ψ）Ｔ∏（φ）＋

Ｔ∏（ψ）．
（５）因为｛ｗｖ｜ｆφ（ｖ）＝１，ｖ∈｛０，１｝

ｎ｝｛ｗｖ｜ｆφ∩ψ（ｖ）
＝１，ｖ∈｛０，１｝ｎ｝，
｛ｗｖ｜ｆψ（ｖ）＝１，ｖ∈｛０，１｝

ｎ｜｝｛ｗｖ｜ｆφ∩ψ（ｖ）＝１，
ｖ∈｛０，１｝ｎ｝，
所以 Ｔ∏（φ∩ψ）Ｔ∏（φ）∧Ｔ∏（ψ）．
注意～（φ∩ψ）≡ ～φ∪ ～ψ，则由（３）知 Ｔ∏（φ∩

ψ）＝１－Ｔ∏（～φ∪ ～ψ）．又由（５）知 Ｔ∏（φ∪ψ）Ｔ∏

（φ）＋Ｔ∏（ψ）．所以
Ｔ∏（φ）＋Ｔ∏（ψ）－１＝１－（１－Ｔ∏（φ）＋１－Ｔ∏

（ψ））Ｔ∏（φ∩ψ）．
因此 Ｔ∏（φ）＋Ｔ∏（ψ）－１Ｔ∏（φ∩ψ）Ｔ∏（φ）

∧Ｔ∏（ψ）．
定理４ φ是重言式（矛盾式）的充要条件是对于

（Ω，ＬＡ）的任意群函数｛ｍｘ｜ｘ∈Ω｝φ的 Ｌａｗｒｙ乘加真
度等于１（０）．

该定理的必要性是定理３（２），其充分性是显然的．
定义 １１ 设φ ＝φ（Ｐｘ１，Ｐｘ２，…，Ｐｘｎ）∈ Ｆ（Ｓ），

Ｐ＝Ｐｘ１∪Ｐｘ２∪…∪Ｐｘｎ的基数是ｋ．｛ｍｘ｜ｘ∈Ω｝是（Ω，

ＬＡ）的任意群函数．如果φ＝φ（Ｐｘ１，Ｐｘ２，…，Ｐｘｎ）的析取
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范式

∪
ｆ
φ
（ｖ）＝１，ｖ＝（ｙ１，ｙ２，…，ｙｋ）∈｛０，１｝

ｋ
（Ｑ１ｖ∩ Ｑ２ｖ∩ … ∩ Ｑｋｖ）＝

∪
ｆ
φ
（ｖ）＝１，ｖ＝（ｙ１，ｙ２，…，ｙｋ）∈｛０，１｝

ｋ
（Ｐｘ１ｖ∩Ｐｘ２ｖ∩…∩Ｐｘｎｖ），

则我们称

Ｔ∧（φ）＝

∨
ｆ
φ
（ｖ）＝１，ｖ＝（ｙ１，ｙ２，…，ｙｋ）∈｛０，１｝

ｋ
∧
１ｉｎ
ｔＬａ（Ｐｘｉｖ），

∨
ｆ
φ
（ｖ）＝１，ｖ＝（ｙ１，ｙ２，…，ｙｋ）∈｛０，１｝

ｋ
∧
１ｉｎ
ｔＬａ（Ｐｘｉｖ）＜０．５

１－ ∨
ｆ
φ
（ｖ）＝０，ｖ＝（ｙ１，ｙ２，…，ｙｋ）∈｛０，１｝

ｋ
∧
１ｉｎ
ｔＬａ（Ｐｘｉｖ），

∨
ｆ
φ
（ｖ）＝１，ｖ＝（ｙ１，ｙ２，…，ｙｋ）∈｛０，１｝
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为φ的 Ｌａｗｒｙ下上确界真度，这里，Ｐｘ１ＬＡ（ｘ１），Ｐｘ２
ＬＡ（ｘ２），…，ＰｘｎＬＡ（ｘｎ），且
Ｐｘｊｖ，ｊ＝１，２，…，ｎ按照下列原则定义：对于每个 ｖ＝

（ｙ１，ｙ２，…，ｙｋ）∈｛０，１｝ｋ，若在 Ｑ１ｖ∩Ｑ２ｖ∩…∩Ｑｋｖ中包
含Ｐｘｊ的合取式是Ｑｌｖ∩Ｑ（ｌ＋１）ｖ∩…∩Ｑ（ｌ＋ｍ）ｖ，则 Ｐｘｊｖ＝
Ｑｌｖ∩Ｑ（ｌ＋１）ｖ∩…∩Ｑ（ｌ＋ｍ）ｖ．
同标签Ｖａｇｕｅ命题的 Ｌａｗｒｙ下上确界真度的性质

与Ｌａｗｒｙ乘加真度类似，略．
概括上述思想，我们又提出了两种新的非经典逻

辑．它们分别称为同标签Ｖａｇｕｅ命题的Ｌａｗｒｙ乘加逻辑
与同标签Ｖａｇｕｅ命题的Ｌａｗｒｙ下上确界逻辑．注意这两
种逻辑具有与经典逻辑优良的和谐性．
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